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CONCOURS

Fiche du résumé des cours (2)

Dérivabilité

1) Dérivabilité en un point
Définition 1 :

On dit qu’une fonction f est dérivable en a si la fonction X

f(x)-f(a)

X—a

admet une limite finie | en

a.Le nombre réel | s’appelle le nombre dérivé de f ena et se note f '(a).

Définition 2 : (Dérivabilité a gauche et dérivabilité a droite)

e f estdérivable a gaucheena si lim

>

f(x)-f(a)

existe et finie, on lanote f '(a)

Xx—a~ X—a
s e f(x)-f(a) - .
f est dérivable a droite ena si lim ——————= existe et finie, on la note f, (a)
x—a’ X—a
Remarques :

f est dérivable en asi et seulement si f est dérivable a gauche et a droite ena et

fy'(a)=f.'(a)

Si f est dérivable en a alors, f est continue ena.

e Laréciproque n’est pas toujours vraie.
2) Tangente a une courbe

>

Propriété :

Si f est dérivable en a alors la courbe (Cf) admet au point A(a, f (a)) une tangente
d’équation : y = f'(a)(x—a)+ f(a)

Propriétés :

si f,"(a)= f,'(a) , alors (Cf ) admet au point A(a, f (a)) deux demi-tangentes , on dit que A

est un point anguleux.

si lim 1 () =1(3)

=+00, alors (Cf) admet a gauche du point A(a, f (a)) une demi-tangente
x—a~ X—a

verticale dirigée vers le bas.

si tim +09=1(3) _

—o0, alors (Cf ) admet a gauche du point A(a, f (a)) une demi-tangente
X—a~ X—a

verticale dirigée vers le haut.




. f(x)—f(a

> si lim )=1(3)
x—a* X—a

verticale dirigée vers le haut.

> Si Iimw = —00, alors (Cf ) admet a droite du point A(a, f (a)) une demi-tangente

=400, alors (Cf ) admet a droite du point A(a, f (a)) une demi-tangente

verticale dirigée vers le bas.

3) Dérivabilité sur un intervalle — fonction dérivée

e Définition

» Ondit que f est dérivable sur un intervalle ouvert | , si f est dérivable en tout pointde | .

> Ondit que f est dérivable sur[a,b] si f est dérivable sur |a,b[ et dérivable a gauche en aeta
droiteen b .

» On appelle fonction dérivée de f Ia fonction qui a tout point X de D, associe son nombre
dérivé f'(x) s'il existe. Onla note f°

e Opérations sur les fonctions dérivables

Théoreme

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle | , alors :

> Lesfonctions f+g ; af (ac€R);fxg; f" (neN") sontdérivablessur | etona:

(f+g)':fr+gr (af)IZOCf'

(fxg)':f'xg+fxg' (f”),:nxf"‘le’

> Si(vxel)g(x)=0 ,alorsles fonctions L et T sont dérivables sur 1 etona-:
g g

(1}' g’ (fj'_f’xg—fxg'
R = | 2
2 g g




e Dérivée de fonctions usuelles

Fonction Fonction dérivée D, D,.
k (k une 0 R R
constante)
X 1 R R
X" (nel’”) nx"* R R
1 -1 R’ R’
X X?
JIx 1 R* ]O,+oo[
24/x
sin x COS X R R
COS X —sin x R R
tanx 1+tan® x = — R\{Lkwlkez} R\F+kwlkez}
cos® X 2
sin(ax+b) ; (a=0) acos(ax+b) R R
cos(ax+b); (a=0) —asin(ax+b) R R
tan(ax+b) ; (a=0) a| 1+tan” (ax+b) | = ———— a -{xeRlaHb::erw;keZ D =D
cos® (ax+b 2

e Applications de la dérivation
Théoreme 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | .

> Sisadérivée f' eststrictement positive sur | (sauf éventuellement en des points isolés) alors f

est strictement croissante sur | .

> Sisadérivée f' eststrictement négative sur | (sauf éventuellement en des points isolés) alors

f est strictement décroissante sur | .

> Si f'estnullesurl alors f estconstantesur | .




Théoreme 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et ael.
f admet un extrémum en a ssi f's’annule en a en changeant de signe
4) Dérivée d’une fonction composée
Théoreme
Soient f et g deux fonctions dérivables respectivement en aet f (a) , alors la fonction composée
go f estdérivableen @ etona: (gof)'(a)=g '(f (a))x f'(a)
5) Dérivée d’une fonction réciproque
e Théoreme

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | et f (I ) =J et f ™ safonction

réciproque .si f est dérivableen a et f'(a)=0 alors: f est dérivableen b= f (a) etona:

' 1 ' 1

(fﬁl) (b)zm cad (f_l) (f(a)): f’(a)

e Propriété 1

La fonction X — /X est dérivable sur 10,+oc[ etona:

(VX € ]O,+oo[) (Q/;)’ = W

e Propriété 2

Si U est une fonction dérivable sur un intervalle | et (Vxel):u(x)>0 alors la fonction

X > JJu(x) est dérivable sur | etona: (Vxel) (”u(x))’=&

n(n u(x))n_1
e Théoréme
> XX ol reQ estdérivable sur |0, +oo] etona: (vxe]0,+o0):(x") =
> Si u estune fonction dérivable sur un intervalle | et (vxel) u(x)>0et reQ ,alors: la

fonction X+ u(X)" est dérivable surletona: (vxel) ((u(x))r)’(x) =r(u(x))” u'(x)






